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Àííîòàöèÿ
åøåíà çàäà÷ î òå÷åíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ñòîêñîâîì ïðèáëèæåíèè íà
îñíîâå ìåòîäà êîëëîêàöèé ñ ïðèìåíåíèåì ìóëüòèêâàäðàòè÷íûõ óíêöèé (ÌÔ). Ìåòîä
ÌÔ ïðèìåíåí íåïîñðåäñòâåííî ê áèãàðìîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ äëÿ óíêöèè òîêà òå-
÷åíèÿ, ÷òî ïîçâîëèëî ðåàëèçîâàòü áåçèòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Íà
ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è îáòåêàíèÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà â ïåðèîäè÷åñêîé óïàêîâêå ïîêà-
çàíî õîðîøåå ñîãëàñèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî ïðåäëîæåííîìó ìåòîäó, ñ èçâåñòíûì
àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì Êóâàáàðà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òå÷åíèå Ñòîêñà, áèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå, ìîäåëü Êóâàáàðà,
ìåòîä ìóëüòèêâàäðàòè÷íûõ óíêöèé
Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàðÿäó ñ òðàäèöèîííûìè ñåòî÷íûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ
äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðîäîëæàþò àêòèâíî ðàç-
âèâàòüñÿ òàê íàçûâàåìûå áåññåòî÷íûå ìåòîäû. Îñíîâíûìè ïðåèìóùåñòâàìè ïî-
ñëåäíèõ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûå îðìóëèðîâêà è ðåàëèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëåí-
íîãî àëãîðèòìà. Áåññåòî÷íàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëåíèÿ óíêöèè  ìåòîä ìóëüòèêâàä-
ðàòè÷íûõ óíêöèé (ÌÔ)  âïåðâûå áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ðàáîòàõ [1, 2℄. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èñêîìîé óíêöèè èñ-
ïîëüçîâàëèñü ðàäèàëüíûå áàçèñíûå óíêöèè (ÁÔ). Ìåòîä ÌÔ ïðèìåíÿëñÿ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñòîêñîâîì òå÷åíèè â [35℄. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ çàäà÷à Ñòîê-
ñà ñâîäèëàñü ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè
òå÷åíèÿ è âèõðÿ. åøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû îñóùåñòâëÿëîñü èòåðàöèîííûì ìå-
òîäîì. Â òî æå âðåìÿ çàäà÷à Ñòîêñà ìîæåò áûòü ñîðìóëèðîâàíà äëÿ óíêöèè
òîêà òå÷åíèÿ â âèäå áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ
ìåòîäà ÌÔ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïðî-
âåäåíî â ðàáîòå [10℄. Èçìåíåííûé ìåòîä ÌÔ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷àñòíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ïóàññîíà áûë ðàçâèò â [6℄. Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à Ñòîêñà
ðåøàëàñü â [7℄.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î òå÷åíèè Ñòîêñà ìåòîäîì ÌÔ, ïðèìåíåí-
íûì ê áèãàðìîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ äëÿ óíêöèè òîêà. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïîä-
õîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ îðìóëèðîâêîé çàäà÷è â ïåðåìåííûõ ñêîðîñòü-çàâèõðåííîñòü
çàêëþ÷àåòñÿ â ìåíüøåì ÷èñëå ïåðåìåííûõ (óíêöèÿ òîêà) è áåçèòåðàöèîííîì ðå-
øåíèè çàäà÷è. Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì íåîáõîäèìîñòü çàäàíèÿ äâóõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé îáåñïå÷èâàåòñÿ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ òî÷åê âáëèçè ãðàíèöû ðàñ-
÷åòíîé îáëàñòè [10℄. Îïèñàííûé ïîäõîä ïðèìåíåí ê ðåøåíèþ çàäà÷è îáòåêàíèÿ
ïîòîêîì íåñæèìàåìîé æèäêîñòè öèëèíäðà â ïåðèîäè÷åñêîé ÿ÷åéêå ìîäåëè Êóâà-
áàðà [8℄.







àññìîòðèì çàäà÷ó óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ åéíîëüäñà â íåêîòîðîé îáëàñòè G , îãðàíè÷åííîé ãðàíèöåé Γ ,
â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ òå÷åíèÿ Ñòîêñà (ðèñ. 1, a). Òàêàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøå-
íèþ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ [9℄
Lψ = ∆2ψ = 0 (1)
äëÿ óíêöèè òîêà ψ(x, y) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
L1ψ = f1(x, y), L2ψ = f2(x, y), (2)
ãäå L1 è L2  îïåðàòîðû, çàäàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå, Íåéìàíà èëè
óñëîâèÿ òðåòüåãî ðîäà, f1(x, y) è f2(x, y)  çàäàííûå óíêöèè.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü óíêöèþ òîêà ψ(x, y) , êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè
u(x, y) , v(x, y) è çàâèõðåííîñòü ω(x, y) â îáëàñòè G .
2. åøåíèå
Ñóòü ìåòîäà ìóëüòèêâàäðèê ñîñòîèò â àïïðîêñèìàöèè èñêîìîé óíêöèè â âèäå





ãäå αj  âåñîâûå êîýèöèåíòû, rj(x, y) =
√
(x− xj)2 + (y − yj)2 + c2 , j = 1, N
 ÁÔ, {xj , yj} , j = 1, N  áàçèñíûå òî÷êè, c  ïàðàìåòð ìåòîäà ÌÔ. ×àñòíûå






































Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â (1) è (2) ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) äëÿ êîýèöèåíòîâ αj
N∑
j=1
aijαj = bi, i = 1, N, (5)
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Êîýèöèåíòû aij ìàòðèöû ÑËÀÓ è êîìïîíåíòû bi ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ
îïðåäåëÿþòñÿ ïî îðìóëàì
aij = Lrj(xci, yci), bi = 0, i = 1, n, j = 1, N,
aij = L1rj(xci, yci), bi = f1(xci, yci), i = n+ 1, n+m, j = 1, N,
aij = L2rj(xci, yci), bi = f2(xci, yci), i = n+m+ 1, n+ 2m, j = 1, N,
ãäå {xci, yci} , i = 1, N  òî÷êè êîëëîêàöèé, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ óäîâëåòâîðåíèå
óðàâíåíèÿ (1) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2).
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Ñòîêñà â äàííîé ïîñòàíîâêå íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü
äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû îáëàñòè òå÷åíèÿ, ò.å. êîëè÷åñòâî
óðàâíåíèé â ÑËÀÓ áóäåò áîëüøå, ÷åì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ
÷èñëîì áàçèñíûõ òî÷åê. Ïîýòîìó äîáàâèì äîïîëíèòåëüíûå áàçèñíûå òî÷êè, ðàñ-
ïîëîæåííûå çà ãðàíèöåé îáëàñòè òå÷åíèÿ, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [10℄ äëÿ
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â îáùåì âèäå. Êîëè÷åñòâî
äîïîëíèòåëüíûõ òî÷åê äîëæíî áûòü ðàâíî êîëè÷åñòâó ãðàíè÷íûõ òî÷åê.
Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî áàçèñíûõ òî÷åê {xj , yj} , j = 1, N , N = n + 2m
ñîñòîèò èç íàáîðà òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â îáëàñòè G , (j = 1, n , íà ðèñ. 1, b
ïîêàçàíû êðóãëûìè ñèìâîëàìè), íàáîðà òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå Γ ,
(j = n+ 1, n+m , íà ðèñ. 1, b ïîêàçàíû êâàäðàòíûìè ñèìâîëàìè) è íàáîðà äî-
ïîëíèòåëüíûõ òî÷åê (j = n+m+ 1, n+ 2m , íà ðèñ. 1, b ïîêàçàíû òðåóãîëüíûìè
ñèìâîëàìè). Òàê êàê íà ãðàíèöå íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü äâà ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèÿ (2), òî íàáîð òî÷åê êîëëîêàöèé {xcj , ycj} çàäàäèì â âèäå: {xcj, ycj} = {xj , yj} ,
j = 1, n+m ; {xcj, ycj} = {xj−m, yj−m} , j = n+m+ 1, n+ 2m .
åøèâ ñèñòåìó (5), íàéäåì êîýèöèåíòû αj è îïðåäåëèì ψ(x, y) ïî îðìó-

























Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ÌÔ ê ðåøåíèþ çà-
äà÷è Ñòîêñà îáëàäàåò äâóìÿ ïðåèìóùåñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ èòåðàöèîííûìè ñõå-
ìàìè ðåøåíèÿ. Îí ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî îòûñêèâàåìûõ óíêöèé è íà-
õîäèòü ðåøåíèå çàäà÷è Ñòîêñà áåç îðãàíèçàöèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì
óâåëè÷åíèå ïîðÿäêà ðåøàåìîãî äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ íå ïðèâíîñèò äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñëîæíîñòåé.
3. åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
Ñåðèÿ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ïðîâîäèëàñü íà ïðèìåðå çàäà÷è îáòåêàíèÿ öèëèíäðà
â ïåðèîäè÷åñêîé óïàêîâêå â ïðèáëèæåíèè ìîäåëè Êóâàáàðà [8℄. Îáëàñòü òå÷åíèÿ
â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóêðóã ðàäèóñà h > 1 ñ âûáðîøåííûì ïîëó-
êðóãîì åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (ðèñ. 2, a).
Íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà BC çàäàíû óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ, êîòîðûå â òåðìèíàõ
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ãäå n  âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå. Ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû óñëî-





= U cos θ, ω = ∆ψ = 0, (8)
ãäå ur  ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè, s  êàñàòåëüíàÿ ê ãðàíèöå,
U  çàäàííàÿ ñêîðîñòü âíåøíåãî òå÷åíèÿ, θ  ïîëÿðíûé óãîë. Íà ïðÿìîëèíåéíûõ





ïåðâîå èç êîòîðûõ òðåáóåò, ÷òîáû ýòè ó÷àñòêè ãðàíèöû ÿâëÿëèñü ëèíèÿìè òîêà,
à âòîðîå åñòü óñëîâèå ñèììåòðèè ∂u/∂y = 0 .
Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1),(7),(8) è (9) ïîëó÷åíî â ðàáîòå [8℄. Âûðà-
æåíèÿ óíêöèè òîêà ψ◦(x, y) , êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè u◦(x, y) , v◦(x, y) è
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Â êà÷åñòâå íàáîðà áàçèñíûõ òî÷åê âûáåðåì óçëû ðàâíîìåðíîé ñòðóêòóðèðîâàí-
íîé ðàäèàëüíîé ñåòêè, ñãóùàþùåéñÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, ãäå èñêîìûå
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óíêöèè èìåþò íàèáîëüøèå ãðàäèåíòû (ðèñ. 2, b). Â ðàñ÷åòàõ áóäåì ïîëàãàòü
U = 1 , h = 5 . Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ëèíèè òîêà è ðàñïðåäåëåíèå óíêöèè çàâèõ-
ðåííîñòè íàéäåííûå ÷èñëåííî ìåòîäîì ÌÔ (ðèñ. 3, a) è íàéäåííûå ïî àíàëèòè÷å-
ñêèì îðìóëàì (10), (11) (ðèñ. 3, b). Íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîãëàñèå ðåçóëüòàòîâ
ðàñ÷åòîâ.
Â õîäå ðàñ÷åòîâ îïðåäåëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíîé (Eψ(x, y) , Eu(x, y) ,
Ev(x, y) , Eω(x, y)) è îòíîñèòåëüíîé (εψ , εu ,εv , εω ) ïîãðåøíîñòåé óíêöèé ψ(x, y) ,
u(x, y) , v(x, y) , ω(x, y) :
Eψ(x, y) = ψ
◦(x, y)− ψ(x, y), Eu(x, y) = u
◦(x, y)− u(x, y),
Ev(x, y) = v
◦(x, y)− v(x, y), Eω(x, y) = ω



















Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ Eψ(x, y) , Eu(x, y) , Ev(x, y) , Eω(x, y) äëÿ ñëó-
÷àÿ N = 642 ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà c = 0.37 . Âèäíî, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ïîãðåøíîñòè èìååò óíêöèÿ ψ(x, y) , ïîãðåøíîñòè óíêöèé u(x, y) è v(x, y) íà
ïîðÿäîê áîëüøå. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè èìååò óíêöèÿ ω(x, y) , òàê
êàê îíà âû÷èñëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà îò óíêöèè òîêà. Çíà÷å-
íèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ñîñòàâèëè εψ = 0.0065 , εu = 0.035 , εv = 0.024 ,
εω = 0.098 .
Â ñëåäóþùåé ñåðèè ðàñ÷åòîâ èññëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü âåëè÷èí îòíîñèòåëü-
íîé ïîãðåøíîñòè îò êîëè÷åñòâà áàçèñíûõ òî÷åê è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà c . Íà ðèñ. 5
ïðåäñòàâëåíû ãðàèêè ïîãðåøíîñòåé εψ(c) , εu(c) , εv(c) è εω(c) (ñïëîøíûå, ïóíê-
òèðíûå è øòðèõîâûå ëèíèè äëÿ N = 332, 642, 1319 ñîîòâåòñòâåííî). Ïîëó÷åíû
òèïè÷íûå äëÿ ìåòîäà ÌÔ íåìîíîòîííûå çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíî-
ñòè îò ïàðàìåòðà c . Ôóíêöèè εψ(c) , εu(c) , εv(c) è εω(c) ïðèíèìàþò ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà c , ïðè÷åì ýòè çíà÷åíèÿ óìåíüøà-
þòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì N . Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà c ìîæíî
âûáðàòü íåêîòîðîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ìåæäó ÷åòûðüìÿ ìèíèìóìàìè äëÿ óíêöèé
εψ(c) , εu(c) , εv(c) è εω(c) , îáîçíà÷èì ýòî çíà÷åíèå c
∗
. Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ
ïðèíèìàëîñü c∗ = 0.5, 0.37, 0.27 äëÿ N = 332, 642, 1319 ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî c∗ ïðîïîðöèîíàëüíî ñðåäíåìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó áëèçëåæà-
ùèìè áàçèñíûìè òî÷êàìè. Óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà áàçèñíûõ òî÷åê íå ïðèâîäèò

























































































àçðàáîòàí ýåêòèâíûé ïîäõîä ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è Ñòîêñà, îñ-
íîâàííûé íà ïðÿìîì ðåøåíèè áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ óíêöèè òîêà
ìåòîäîì ìóëüòèêâàäðàòè÷íûõ óíêöèé. Îñíîâíûìè ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî ïîä-
õîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå ÷èñëà èñêîìûõ óíêöèé
è áåçèòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ. Ìåòîä ïðîòåñòèðîâàí íà ðåøåíèè çàäà÷è
ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÑÒÎÊÑÀ Â ÏÈÁËÈÆÅÍÈÈ ÁÈÀÌÎÍÈ×ÅÑÊÎ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îáòåêàíèÿ öèëèíäðà â ïåðèîäè÷åñêîé óïàêîâêå â ðàìêàõ ÿ÷åå÷íîé ìîäåëè Êóâà-
áàðà. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì
ïîêàçàëî èõ âûñîêóþ òî÷íîñòü.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêòû 12-01-00333,
12-07-00007).
Summary
S.K. Zaripov, R.F. Mardanov. Solution of Stokes ow problem using biharmoni equation
formulation and multiquadris method.
The biharmoni equation formulation of the Stokes ow problem for multiquadris method
is developed. The main advantage of the approah is the iteration free method to nd the
solution. The numerial method is applied for the problem of steady inompressible uid ow
past a ylinder in the periodi ell of the Kuwabara model. The omparison with known
analytial solution and the analysis of absolute and relative errors show that proposed approah
gives satisfatory auray. The nonmonotoni dependene of the relative errors on the shape
parameter typial for multiquadris method is observed.
Key words: Stokes ow, biharmoni equation, Kuwabara model, multiquadris method.
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